Metodologias de Calculo de VaR

Luiz Alvares Rezende de Souza
[alvares@ibmec.br|

1.1 Definicdo de Valor em Risco (Value-at-Risk)

Define-se genericamente o Valor em Risco (value-at-risk) VaR;, de uma carteira de
valor /%, no periodo t, como:

Pr{Al, <VaR,}=a% onde: Afl, = variagdo no valor da carteira de prego I,

0% = nivel de significancia

Isto é, 0 VaR € a perda maxima esperada da carteira, a um nivel de significancia de
a% (ou nivel de confianca de 1-a%), dentro de um horizonte de tempo determinado.
E importante observar que se trata de uma medida monetaria, dado que a variavel
aleatoria, nesse caso, é a variacdo de valor da carteira. Por exemplo, um VaR diario
de R$100.000 com um nivel de significancia de 5%, equivale a dizer que uma perda
maior ou igual a R$100.000 deve ser registrada a cada 20 dias, ou ainda, que de
cada 100 dias, apenas cinco deles devem ter perdas superiores a R$ 100 mil.

. : n,-n._
Definindo os retornos da carteira M como r, =———"1 pode-se trabalhar com o

t-1
VaR em termos da distribuicdo dos retornos da carteira, isto é:

Al
Pr{ M : jrl < VaR,} =a% = Pr{r, <VaR,Tl ,—-11} =1-a%

E pode-se definir um novo VaR, em termos de retornos:

Prfr, <vaR} =1-a%

sendo que o VaR monetario pode ser facilmente obtido como:
VaR, =VaR T _,

O VaR pode se referir a diferentes horizontes de tempo. Pode ser calculado em
bases semanais, mensais, anuais, etc.. Nesse caso, sera um VaR multiperiodo se
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for estimado com dados de frequéncia maior do que o periodo de interesse. Seria 0
caso de se utilizar retornos diarios para estimar um VaR semanal (5 dias ou
periodos). Modelos mais complexos sao exigidos para esse tipo de previsdo, dado
que é necessaria a agregacdo das perdas esperadas em cada um dos periodos,
levando em conta a eventual dependéncia temporal entre elas. Modelos da familia
ARCH desempenham bem esse papel. Uma alternativa mais simples € a utilizacédo
de um VaR de um unico periodo, mas estimado com base em retornos do periodo
de interesse, nesse caso, retornos a cada 5 dias.

A grande vantagﬂn da utilizacdo do VaR é o fato de representar uma medida de
risco de mercado—em apenas um numero. O que nao pode ser esquecido, contudo,
€ que se trata de uma medida probabilista. Ela ndo diz nada a respeito da magnitude
das grandes perdas. Isso quer dizer que no exemplo acima de um VaR de
R$100.000 a cada 20 dias, pode-se ter 19 dias com lucros, ou perdas menores do
gue R$100.000, mas no ultimo dia registrar-se um perda de R$1.000.000 sem que 0
VaR seja violado.

1.2 Metodologias Paramétricas versus Nao-Paramétricas

A definicdo de VaR dada acima € bem geral, e as variacbes entre os diversos
modelos de estimacao de valor em risco se dardo através de como € especificado o

calculo da probabilidade Pr{r, SVaR,*}. Suponha que essa probabilidade seja dada

por:
VaR!

prfr, <vaR’} = ff(rt )dr, = a%

Sera a especificacdo de f(¢), ou parametrizacdo de f(¢), que deteminara o valor
de VaR . Nesse caso, tem-se um VaR paramétrico, dependente basicamente das

hipoteses feitas a respeito da distribuicdo da variavel aleatoria r;. Supondo-se que 0s
retornos da carteﬁa sejam normalmente distribuidos, com média 4 e variancia o 2,
pode-se escrever-,

Z g
— a% 1 2

o A2

t

onde Z,,, € o quantil correspondente a a% de uma Normal Padr&o. Por exemplo, se
a% = 5%, Z.,, 0-1.65.

" Todas as mengdes & palavra risco feitas nesse trabalho referem-se estritamente ao risco de mercado, a menos se
especificado em contrario.

? Aqui tanto o pardmetro da média quanto o da varidncia sio indexados por ¢ para se manter o carater de
generalidade. Por exemplo, se a hipdtese de normalidade for feita sobre a distribui¢do condicional dos retornos,

ie., sobre 7, |I1 pode-se ter um modelo que descreva o comportamento tanto da média quanto da varidncia

-1>
condicionais, como ¢ o caso dos modelos Garch. Nesse caso, as estimativas de (/¢ O variariam ao longo do
tempo.
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Supondo-se nula a média dos retornosE! o valor em risco da carteira seria dado por-
VaR, = u, +0,Z,, =-1.650, € VaR, =-1.650, .

De outra forma, para uma amostra de tamanho T, de retornos i.i.d., suponha que:

T

prfr, <vaR} = % i

i=

=a%

{r,<VaR, }

: 30 indi L, <VaR;
onde: /,,, é afungéo indicador: 7, —{ casor svak,

(r<vaR)y ~

0, em caso contrario

isto €, que a probabilidade da ocorréncia de um retorno menor do que VaR* seja
dada pela distribuicdo empirica observada de r. Trata-se de um caso tipico de um
VaR nao-paramétrico. Nesse caso espe&iﬁco, a Unica escolha a ser feita diz respeito
ao tamanho da amostra T a ser utilizada™.

Sao muitas as possibilidades de especificacdo paramétrica e ndo paramétrica de
Pr{r, < VaR,*} sendo que cada uma apresenta suas proprias hipoteses, vantagens e
desvantagens. As mais comuns serao tratadas a sequir.

1.3 VaR sob a Hipotese de Normalidade

A hipoétese usual € a de gie os retornos dos fatores de risco sdo normais. Isso
permite escrever o VaR de uma carteira como:

VaR(a%)=-N 7, .0

onde Z;.q% € 0 quantil de uma normal padrao (Zgse, = 1.65, Zgg90,=2.33).

Nesse caso, para uma amostra (ou janela) de T observacdes, o estimador nao

t=1

T T
condicional de g é 6, =0 = \/TLIZ(YFF)Z , onde F:%Zh -
- =1

3A hipétese de que £ = 0 é bastante comum, e fundamenta-se na observagdo empirica. Isso pode ser verificado
em mais detalhes no capitulo 3, onde se mostra que as quatro séries estudadas neste trabalho apresentam média
nula. Na literatura a hipotese de média nula d4 origem ao conceito de VaR absoluto. O VaR relativo € aquele que
considera a média diferente de zero na estimagao.

* Lembrando-se que: Pl‘{l; < VaRt*} = Pl‘{l’t SuU+oZ 0,%} =a%
> A determinagdo de T apresenta-se como um problema tipico de “largura de banda” (bandwidth) de estimagio
ndo-paramétrica. A estimacdo do VaR ¢ sensivel ao tamanho da janela utilizada, e ndo é claro se todas as

informagdes disponiveis devem ser utilizadas, dado que podem estar bastante distantes no tempo e ter muito
pouco a dizer sobre as caracteristicas da distribuicdo dos retornos da carteira no momento presente. Por outro

. . . 13 ~ *
lado uma janela muito pequena produzira excessivas flutuagdes no valor de VaR, .
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Note que o VaR é dado pelo Iimitﬁ inferior do intervalo de confianca unicaudal para o
retorno da carteira ao assumir-se® que 7, ~ N(7,57).

A hipotese de retornos normais i.i.d., contudondo apresenta aderéncia com a

realidade. A alternativa é substitui-la por uma hipdtese sobre a distribuicdo
condicional dos retornos:

r,~N(u,07)

Um processo adequado para modelar a variancia condicional poderia ser um mode
um modelo do tipo GARCH(p,q) (Generalized Autoregressive Conditional
Heterokedasticity):

r, =0, & ~N(0])

q p q P
ol =w+Y arl +> o, @>0,0a,8,20, >a+> B <]
i=1 7=l

i=l j

A sugestao proposta no RiskMetrics, e largamente a mais utilizada no mercado é a
do EWMA (Exponencially Weighted Moving Average):

o} =(1-Mrl + Ao,

Observando atentamente, o EWMA nada mais é do que uma restricdo sobre o
modelo GARCH(p,q), onde:

p=1,9g=1, w=0, a=1-A, e B=A
O inconveniente é que este modelo implica distribuicdo ndo-condicional degenerada

para os retornos.

1.4 Simulacdo Historica

Supondo-se que a distribuicdo dos retornos seja nédo-padrdo, e que nao se queira
fazer hipoteses adicionais sobre ela, pode-se utilizar a prépria distribuicdo dos
retornos realizados da carteira, a fim de se calcular ndo-paramétricamente o quantil
correspondente ao nivel de significancia do VaR de a% desejado.

% Existe a possibilidade de se considerar distribui¢des alternativas. A primeira que surge a mente ¢ a de uma
distribuicdo t-Student, que permite caudas mais pesadas e tem o importante apelo de ser o candidato natural a

modelagem da varidvel aleatéria 7, / 0, se os retornos forem assumidos normais, pois O, ¢ desconhecido e deve
ser estimado. Nesse caso, o VaR seria dado pelo limite inferior do intervalo: VaR(a%)=-I1,_t,., (v)J,

onde 7, (V) é o quantil de uma ¢ com os v graus de liberdade utilizados para estimar J . Repare que esse valor

converge para o de uma Normal se 7 for muito grande.
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Isto é, dada uma amostra de retornos x, ={X,....,X,} , ordenam-se as observacdes
X[a%T] + X[U%TH]
2

X, <X,<..<X, etoma-se o estimadorde X, = para T par®.

A partir da estimativa do quantil empirico Xqe dos retornos, é possivel contruir-se o
VaR(a%) como VaR(a%) =N _ X ., .

Apesar do nome de simulacado histérica, num estagio simples como esse, ndo ha
simulacbes envolvidas. A idéia é se utilizar a prépria distribuicdo empirica dos
retornos passados da carteira ou ativo, com o argumento de que ela reproduz da
melhor maneira possivel a verdadeira distribuicdo. O método é robusto a
distribuic6es de caudas pesadas, mas baseia-se huma Unica realizacdo do processo
gerador dos dados (uma Unica trajetoria de precos € observada na pratica). E
necessaria a hipétese de retornos i.i.d. (independentes e identicamente distribuidos),
exigindo-se portanto que a distribuicdo permaneca estavel ao longo do tempo.

1.4.1 Estimador de Bootstrap das Estatisticas de Ordem

Apesar de a simulacao historica ser uma alternativa a ndo normalidade dos retornos,
ela sofre de um mal que é a elevada variancia das estatisticas de ordem,
principalmente nos extremos, além de se basear numa unica realizacdo do
processo. Uma forma de amenizar esse problema é utilizar-se o estimador de
bootstrap do quantil X,. Ele pode ser calculado sorteando-se, aleatoriamente, n

subamostras x; :{Xf,...,X;l}, de tamanho T, ( T1 < T ), e com reposicéo, a partir

de x,. A partir dai, ordena-se crescentemente cada uma das n amostras,

estimando-se Xq9 da maneira mencionada em 2.4, para cada uma delas, obtendo-
se uma estimativa de X,. para cada subamostra. E possivel mostrar através do
teorema central do limite que a distribuicho do estimador de bootstrap

N 1< A~ VX, . .
Xa%:—ZXf,’BA), converge para uma N(Xa%,(—‘”’) . Obtém-se assim um
niog n

estimador com menor variancia para a estatistica de ordem Xq. A idéia € que 0
bootstrap permite a obtencdo de estatisticas de ordem de melhor qualidade,
principalmente quando as amostras sao pequenas. Porém, continua o problema de
nao se ter muito a dizer sobre a probabilidade de perdas maiores do que o valor
minimo observado na amostra.

7 ~ . ;. ¢~
As observagoes ordenadas desta maneira recebem o nome de estatisticas de ordem. A definigdo formal
encontra-se na se¢do 4.1.1.

8 . . ~
Os colchetes [.] definem a parte inteira da operagdo. X, , ., portanto, refere-se ao retorno que ocupa a
[a%T]
posicdo correspondente a 0% das observagdes, numa amostra ordenada de maneira crescente. Para 7" impar

utiliza-se X 0, = X 0,741 -



RiskTech.com - o Portal Brasileiro de Risco (www.risktech.com.br) 6

1.5 Simulacdo de Monte-Carlo

A simulacdo de Monte-Carlo € indicada apenas quando as abordagens tradicionais
como a simulacéo histérica e o VaR normal ndo sdo apropriadas. Isso se deve
principalmente ao custo computacional de implementacéo e processamento.

Para compreender a metodologia, comecemos pelo caso do VaR de um unico ativo
(ou fator de risco) cujos logaritmos dos pre¢os sigam um processo bem simples:

dp, =0dZ,

Onde p descreve o logaritmo do preco do ativo (ou fator de risco), s € a volatilidade e
Z é uma variavel aleatdria normal padrao.

Tomando-se uma discretizagao aproximada para essa equacédo, quando dt=1:

P, =P +OZt\/A_ =p t0Z,

Para simular o preco do ativo entre o periodo atual e h periodos a frente, obtém-se:

h
Pun =Pt JZ Zi

j=1

Dessa forma, a partir do ultimo preco disponivel para o ativo (ou fator de risco), de
sua volatilidade e de realizacdes aleatérias de Z, é possivel a cada simulagéo, obter-
se um preco para o ativo, h periodos a frente (no caso do VaR multiperiodo).
Repetindo-se este processo alguns milhares de vezes, € possivel obter-se a
distribuicdo inteira de suas perdas e tomar-se o quantil de a% como o seu VaR.

No caso de uma opcao, por exemplo, deve-se reprecificd-la em cada uma das
simulacdes no dia t+h e utilizar-se a distribuicdo dos precos da opc¢éo e ndo do ativo.

A extensdo para carteiras € bastante direta, e 0 maior problema advém do aspecto
computacional de reavaliacdo da carteira em cada um dos cenarios gerados por
Monte-Carlo:

Para o caso se uma carteira (ou conjunto de fatores de risco):

Py P ay, a, coay | £,
Pori | _| Pra + Ay, Gyy v Ay || 2y,
Di, D Api Qro 0 Qg Z,,

Em notacao matricial:

p, =p,, tAZ, OU Ap, =Ap,_, +AZ
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E onde A é obtida a partir da decomposicdo de Cholesky da matriz de covariancias
dos ativos (fatores de risco), isto é, A é tal que:

S=AA"
A idéia é que A serda uma "matriz raiz quadrada" de X, e fard o papel de padronizar
0s choques aleatérios para que os retornos dos diversos fatores apresentem as

mesmas volatilidades e correlagbes que os dados originais.

De posse dos cenérios de precos gerados, reavalia-se a carteira em cada um deles,
obtendo-se a distribuicdo de suas perdas, como no caso de um Unico ativo.

1.6 Agregacao do VaR tradicional para uma carteira de Ativos

Tudo o que foi dito até aqui para o calculo de VaR de um uUnico ativo pode ser
facilmente estendido para carteiras. A raiz do problema da agregacdo do VaR de
portfélios esta no fato de que os movimentos dos precos dos ativos componentes de
uma carteira sdo correlacionados uns com o0s outros. Isso implica que se A e B
compdem uma carteira, e se seus retornos possuirem, por exemplo, correlagdo
negativa, a queda no preco de A deve ser acompanhada de um aumento no precgo
de B, reduzindo a oscilacéo de preco da carteira como um todo, e produzindo um
menor nivel de risco em relagdo a soma dos riscos individuais.

Suponha que a carteira de valor /7 e retorno r, seja formada por um conjunto de

I

ativos i =1,...,n, de retornos R =[r,,r,,---,r,| , e participagdes w =[w,,w,,---,w,| , tais

que Zn:wl:l.

Além disso, definindo X :COV(R):E[(R—ER)(R—ER)’] como a matriz de
covariancia dos retornos, C=CORR(R) como a sua matriz de correlacdo, e
c = diag[al,az,---,an] como uma matriz diagonal com desvios—padréo dos retornos.

Definindo-se ps retornos da carteira como

tem-se que a variancia dos retornos da carteira sera

2 — i 2 [
0, =VAR(r,)=wXwou o, =wocCow
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Assumindo-se que os retornos sigam distribuicéo NormaIE,I € possivel como em 2.3,
tomar-se o limite inferior do intervalo de confianga de r, para o calculo do VaR:

VaR, ==0,Z, o, € VaR,=-0,Z .M,

Além disso, lembrando que:

VaR] = —WZI_G%I'I o =ANWEWZ LM
e que o VaR de um ativo i pode ser escrito como:
VaR! =-0.Z,_,,w,N'_,

entdo o VaR agregado da carteira p € dado por:

VaR! =,/VaR! [C[VaR,
onde VaR, = (VaR' VaR? - VaR")
isto €, a partir da matriz de correlagdo dos retornos, e do VaR individual (ndo

diversificado) da posicdo de cada ativo da carteira, € possivel obter-se o VaR
agregado de todo o portfélio.

? Neste caso isso implica distribuigio Normal Multivariada paraR: R ~ N (0,2)
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