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Estimacao de Volatilidades

Pedro Luiz Valls Pereira
pvalls@ibmec.br|

Apresentam-se quatro técnicas para estimacdo de volatilidade e matriz de
covariancias: o método amostral, o alisamento exponencial, o modelo GARCH e o
modelo de volatilidade estocastica.

Em geral, os modelos estatisticos desenvolvidos para estimacdo de volatilidade
tentam reproduzir um conjunto de fatos estilizados comuns as séries de retornos dos
ativos financeiros, por exemplo, distribuicdbes com caudas pesadas, agrupamento de
valores extremos, etc. Estes fatos descritos em alguns trabalhos na éarea de
estatistica aplicada a financas se baseiam no estudo sistematizado das
caracteristicas presentes em diversas séries histéricas de ativos financeiros.

1. Desvio-Padrao Histoérico e Janela de Dados

Inicialmente, considere o problema da estimacéo das volatilidades (desvios padrdes)
dos retornos dos ativos. Assumindo média zero, a volatilidade amostral dos retornos
do ativo i utilizando uma amostra de T observacdes € definido como:

O calculo do estimador utilizando toda amostra permite pouca adaptabilidade as
informacdes mais recentes. Isto decorre do fato de que todas as observacdes da
amostra recebem o0 mesmo peso.

Para contornar este problema, utiliza-se, ao invés de toda amostra, uma janela
movel com um namero fixo de observacfes. Apesar de ainda manter peso igual para
todas observacdes utilizadas na janela, consegue-se alguma flexibilidade, pois pode-
se controlar a importancia da observacfes mais recentes através da escolha do
tamanho da janela (figura 1).

No entanto, o uso deste estimador apresenta outro inconveniente. Em geral, a
ocorréncia de eventos extremos nas séries financeiras se da com relativa
freqiéncia. Como este estimador utiliza 0 mesmo peso para todas as observacoes
da amostra, a volatilidade estimada d&a um salto para cima ap6s um retorno extremo
permanecendo neste nivel enquanto a observagao permanecer na amostra. Quando
a observacdo extrema sai da amostra a volatilidade salta para baixo novamente.
Desta forma, em periodos subsequentes a grandes variacfes de precos dos ativos,
a volatilidade e, por consequéncia, o risco tende a ser superestimado.
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Figura 1l
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2. A Solucao do Alisamento Exponencial (EWMA)

A técnica de alisamento exponencial € uma tentativa de contornar a limitacdo do
método amostral. Neste caso, o estimador da variancia dos retornos é dado por:

ol =Aci + (-, 0<A<1

A variancia do retorno num dado instante de tempo é composta por dois termos. O
primeiro, um termo autorregressivo expressando a dependéncia temporal da
variancia dos retornos, fato estilizado presente na maioria das séries financeiras. O
segundo, representando a contribuicdo da observagdo mais recente para a variancia
estimada. A expressdo acima pode ser reescrita da seguinte forma:

0% = N oty + (- NI AT,

t=1

Na expressdo acima a estimativa da variancia dos retornos € igual a da variancia
inicial mais uma soma com pesos geometricamente declinantes dos quadrados dos
retornos, que representa a variancia instantanea. A influéncia da variancia inicial
sobre a variancia presente tende a desaparecer e um candidato natural para
estimador deste termo é o estimador da variancia amostral. O segundo termo faz
com que os efeitos dos choques nas séries de retornos sejam dissipados
suavemente com o tempo. Note que o estimador amostral € um caso particular da

p=1 1

expressao acima com T
O mesmo principio pode ser estendldo para estimacgdo da covariancia entre retornos
de dois ativos. A covariancia entre os retornos i e j € dada por:

Ij t _/]Ulj t-1 + (1 /\)r| t—lrj t-1

Da mesma forma que no calculo das variancias, a covariancia inicial pode ser
estimada pela covariancia amostral.
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3. O Parametro Otimo de Decaimento

A escolha do parametro A é ad hoc no sentido de que ndo envolve nenhum
procedimento estatistico que gere uma estimativa a partir das observacdes
passadas.

O banco JP Morgan na sua metodologia de andlise de risco conhecida como
Riskmetrics sugere um procedimento para a escolha de um A étimo baseado no erro
de predicdo um passo a frente.

O previsor da variancia do retorno um passo a frente € definido como E(r?,) =07, -
O erro de previsdo um passo a frente é definido por ey = r2, —a't2+m, gue satisfaz
E(&pq) =0 _

Um critério para a escolha do A 6timo de cada ativo seria obter o A gue minimize a
variancia dos erros de previsdo um passo a frente:

1 T
RMSE, = \/?Z(rtil -0l (A)°
t=1

Para simplificar o célculo diario das variancias o Riskmetrics sugere o uso do
mesmo A para todas as séries calculadas da seguinte forma:

Seja M a soma do RMSEs minimos Ti:

N
n=>r
i=1
Define-se a medida de erro relativo:
T
N
20
i=1
Tome o conjunto de pesos dados por:
0_—1
@ = N I -1

>0

i=1

6, =

O A 6timo é entdo definido como:

onde, Ai é o fator 6timo para o ativo i.

O mesmo procedimento poderia ser utilizado para o A empregado no calculo
das covariancias.
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Por simplificacdo o Riskmetrics utiliza no calculo das covariancias o mesmo A
escolhido para o célculos das variancias. A propdsito, na literatura de controle de
risco o modelo que ficou conhecido como Riskmetrics € o modelo delta-normal com
estimacgao por alisamento exponencial da matriz de covariancias.

O modelo de alisamento exponencial tem maior capacidade de reproduzir os fatos
estilizados do que o modelo amostral. A principal caracteristica do modelo é que um
valor de A proximo de um reproduz o fato estilizado da volatilidade ser altamente

persistente. Contudo, o fato da soma dos parametros do modelo ( Ae 1—A) ser
igual a um gera um inconveniente, a volatilidade ndo condicional dos retornos € igual
a zero.

Como resultado, a distribuicdo ndo condicional dos retornos é degenerada, ou seja,
sua média e variancia sdo iguais a zero. Desta forma, toda massa da distribuicdo
fica concentrada num Unico ponto, fato sem nenhum apoio empirico.

3. O modelo GARCH

Em séries de retornos de ativos financeiros € comum o fato de que grandes valores
num determinado instante do tempo sejam seguidos por valores também elevados
nos periodos subsequentes, ndo necessariamente na mesma direcao.

Estatisticamente, esta caracteristica pode ser descrita pela presenca de elevada
autocorrelacdo no quadrado dos retornos. A autocorrelagcdo presente no quadrado
dos retornos das séries financeiras faz com que a variancia condicional dos retornos
apresente uma dependéncia temporal dos choques passados.

O modelo de alisamento exponencial captura esta caracteristica pois a estimativa
da variancia dos retornos € igual a da variancia inicial mais uma soma com pesos
geometricamente declinantes dos quadrados dos retornos. O problema com este

modelo € que nao existe um critério estatistico para estimacao do parametro A que
leve em consideracao as propriedades especificas de cada série de retorno. Desta
forma, ndo é possivel realizar inferéncia sobre as estimativas do modelo.

Um modelo mais genérico para a estimacdo da variancia dos retornos € o ARCH
proposto por Este modelo expressa a variancia condicional como uma
defasagem distribuida do quadrado dos retornos passados. Seja

y, =0,& & ~NI(0)])
q
Et—l(ytz) :Utz :(‘)+zaiyt2—i :a'(l—)yt2
i=1
sendo a(l) um polinébmio no operador  defasagem do tipo

a(lL)=a,L+a,l? +,,,+aq|_q e, para garantir a nao negatividade da variancia
condicional devemos ter que ¢, a; >0parai=1,...,q.

O modelo acima possui algumas propriedades desejaveis. Em primeiro lugar,
através da técnica de decomposicao de erros de predicdo, é possivel construir a
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funcdo de verossimilhanca tornando possivel a estimacdo dos parametros pelo
método de méxima verossimilhanca. Esta propriedade é importante porque estes
estimadores possuem distribuicdes conhecidas que viabilizam a execucao de testes
de hipoteses diversos. Além disso, é possivel provar que este modelo implica uma
distribuicdo n&o condicional com caudas pesadas para os retornos.

Em geral, existe uma alta persisténcia na volatilidade das séries de retornos, o que
faz com que o valor de g no modelo ARCH seja elevado implicando a necessidade
de estimacdo de um grande numero de parametros. O modelo GARCH proposto por
Bollerslev_(1986) constituisse numa tentativa de expressar de forma mais
parcimoniosa a dependéncia temporal da variancia condicional. Neste modelo a
variancia condicional além de depender do quadrado dos retornos passados como
no modelo ARCH, depende também dos passados das préprias variancias
condicionais.

A variancia condicional num modelo GARCH(p,q) é expressa por:

q p
Utz =wt Zai yf_i +Z,Bj0t2—j :a(L)ytz +IB(L)Ut2
i=1 j=t

sendo a(L) e B(L) sao polinbmios no operador defasagem L. A condi¢édo de n&o
negatividade da variancia condicional neste modelo € dada por: >0, a, 20,
B;=z0 para i=1,..,9 j=1,..p

A equacédo acima pode ser escrita da seguinte forma:
y{ =w+(a(L)+BL)y: +@-BL))n,
onde, p, =(y? - o}) € uma diferenca martingal ndo Gaussiana.

Esta representacdo evidencia que um modelo GARCH(p,q) € um modelo
ARMA(p,q) para os quadrados dos retornos. Esta caracteristica permite a utilizacédo
de técnicas convencionais dos modelos da classe ARMA para a identificacdo de p e
g.

Para garantir que este processo ARMA para o quadrado dos retornos seja
covariancia estacionaria, as raizes de:

1-a(L)-A(L)=0

tém que estar fora do circulo unitario. Com a condicdo de ndo negatividade satisfeita

- ’ - q p . ~ - - ~

isto é garantido se zai +Zﬁi <]1. Se esta condicdo valer a varidncia néo
i=1 i=1

condicional de y’ é dada por:
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E(y/)=E(c{)=0=

e a esperanca condicional da variancia n passos a frente é igual a:

q p
Et(a-t2+n):(zai +Zﬁl)n Utz_ q p + q p
i=1 i=1

0 que significa que existe uma tendéncia para a variancia condicional retornar ao
valor da variancia ndo condicional.

q p .
Se Zai +Zﬁi =1 entdo o processo ARMA para y? possui uma raiz unitaria. ';Ing €
i=1 i=1
e _Bollerslev_(1986)| nomearam o modelo em que esta condicdo se verifica de
GARCH integrado ou IGARCH.

Se y, segue um IGARCH, entdo sua variancia ndo condicional ndo € definida e os
processos y e y? nao satisfazem a definicho de processos covariancia
estacionarios. No entanto, ainda e possivel que y atenda as condigdes de

estacionaridade estrita no sentido de que sua densidade ndo condicional ndo varia
no tempo. Esta propriedade é demonstrada em|Nelson (1991).

O processo EWMA definido anteriormente €, portanto, um IGARCH com ¢ =0 com
0s parametros fixos arbitrariamente. Deste modo, os retornos teriam distribuicao
degenerada, isto é, sua distribuicdo ndo condicional teria média e variancia iguais a
zero. Desta forma, ao assumir que os retornos de determinado ativos tém variancia
condicional definida por um EWMA esta-se, na verdade, fazendo uma restricdo que
pode nao ser justificada pelos dados. Metodologicamente, o procedimento mais
indicado seria estimar um GARCH e entdo testar a hipétese de que os parametros
aceitam uma restricdo do tipo ¢ =0, a+ B =1. Isto garantia a estimacdo de um
modelo coerente com a realizagdo do processo estocastico dos retornos. Entretanto,
testar estas duas restricdes, conjuntamente, € complicado, pois, sob a nula, a
distribuicdo seria degenerada.

O modelo GARCH é facilmente generalizado para o caso multivariado. Para tanto
considere GARCH(p,q) para N ativos. Seja o vetor de retornos N x 1 y, com matriz

de covariancias condicionais dadas por X, tem-se que vech(Z,) " é relacionado com
vech(y,y;) e com vech(Z,) através de:

P 9
vech(Z,) =w+ ) Wyvech(Z,_,)+> A vech(y,_;y ;)
i=1 j=1

onde «w € um vetor com N(N+1)/2 elementos e W e A sdo matrizes N(N+1)/2 x
N(N+1)/2. Portanto, o numero total de parametros deste modelo € igual a
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(p+q)N*(N+1)%/2 + N(N+1)/2. Este é o maior inconveniente deste modelo, o nimero
de parametros cresce rapidamente com N impossibilitando sua estimagao. Por
exemplo, um GARCH (1,1) com N=5 o numero de parametros totais € igual a 465.
Outra complicacdo destes modelos é garantir que X, seja positiva definida.

A literatura de GARCH multivariados se concentra em achar restricdes plausiveis
sobre Z, que reduzam o numero total de pardmetros a serem estimados e, ao

mesmo tempo, facam que esta matriz de covariancias seja positiva semi-definida.
Bollerslev, Engle e Wooldridge (1988) sugerem restringir as matrizes We A a
matrizes diagonais o que implica que o elemento (i,j) de ¥, nocasoemquep=qgq=1

seja representado por:

2 _ 2
Jij,t - wij + ¢ijJij,t—l +aij yi,t—lyj,t—l

Neste modelo a condicdo para que a matriz X, seja positiva semi-definida é que as
matrizes de parametros [a)ijj, [¢UJ e [aijj sejam todas positivas semi-definidas.

Neste caso particular tem-se um total de 3N(N+1)/2 parametros a serem estimados.
Portanto, para N = 5 o total de parametros reduz-se para 45.

7

Outra especificacdo simplificadora deste modelo é apresentada em [Engle, Ng e

Rothschild (1990)| Neste artigo os autores sugerem a seguinte estrutura dindmica
para a matriz de covariancias condicional:

K
2, =2 BbBid +Q
k-1

onde Q é uma matriz N x N positiva semi-definida, [, s&o vetores linearmente
independentes nao estocasticos e A, sdo variaveis aleatérias positivas que

representam os fatores que afetam os segundos momentos condicionais dos
retornos. Neste modelo é garantido que %, seja sempre positiva semi-definida.

Outra propriedade importante deste modelo € que sempre é possivel construir
portfélios cujas variancias condicionais podem substituir os fatores A,,. Isto significa

que Z, pode sempre ser reescrita na forma:
K *
2, :Z:Bkﬁkgkt +Q
k-1
onde 6, sé&o as variancias condicionais de alguns portfélios apropriadamente

construidos.

Para provar esta propriedade escolha a, tal que a, seja ortogonal a B; para j#k
e a,f; =1. A variancia condicional dos retornos p,, =a,Y,, um portfolio construido
com a, como vetor de pesos, é igual a:
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O =0, 2.0, = A, +5,

onde
s, =a,Qa,

0 que implica:
K *
2 = Zﬁkﬁkekt + Q
k=1

com

Os portfélios construidos utilizando a, como pesos sdo chamados de portfélios

representativos dos fatores. A variancia condicional destes portfélios é perfeitamente
correlacionada com a variavel latente A,,. Esta propriedade garante que a

informacao contida nos portfélios representantes dos fatores é suficiente para prever
as variancias e covariancias dos ativos originais. Isto implica que existe causalidade
na variancia dos portfélios representantes de volatilidade para os ativos individuais.

Esta caracteristica do modelo permite estudar a dinamica de %, através do

comportamento dindmico das variancias condicionais dos portfolios construidos.

A maneira mais simples e, a0 mesmo tempo, mais restritiva de construir o portfélio
representativos dos fatores € assumir uma especificacdo univariada para este
portfélio. Um conjunto de K porfélios representativos de fatores € dito ter uma
representagéo de portfolios univariados se cada série de retornos ( p,,) dos portfolios

representativos puder ser representada por um processo de série de tempo
univarido condicional ao conjunto de informag&ao multivariado completo. Um exemplo
desta simplificacdo € impor que os retornos dos K portfélios representativos de
fatores sigam um processo em que sua meédia condicional dependa da sua
variancia condicional e esta, por sua vez, evolua como uma GARCH(1,1), ou seja,
supor uma estrutura ARCH-M para estes retornos como em Engle, Lilien & Robins |
Neste caso tem-se:

P =C + Vi B Uy Ug |l ~N(@©6,)

— 2
ekt - wk +ﬂ<ukt—1 + ¢k0kt—1

Desde que u, =a,&,, tem-se §, = A, +5s,. Esta especificacdo requer que a
dinanica de A, satisfaga:

Ag = [a)k + S, (¢k _1)] @ (akgt—l)z + @ Awa

Assim, a matriz de covariancias dos retornos pode ser escrita como:
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so=c +SasBlaen) + 6,88, 0500, )

k=1
onde,

c’ E{Zli: By Biw, + Q*}

Uma representacdo mais geral pode ser obtida assumindo o que os autores
chamam de representacdo de portfélio recursiva. Um conjunto de K portfélios
representativos de fatores é dito seguir uma representacao de porfolios recursiva se
eles podem ser rearranjados de tal forma que o k-ésimo portfdlio dependa somente
da informacao relacionada ao seu proprio passado e do comportamento passado
dos primeiros k-1 portfolios. Um exemplo deste tipo de representacéo € dado por:

P = C 1B T U Uy [ 1 ~ N(0.6,)

k-1

_ 2 2
O = W + GyUpey + PGy + Z{%ujt—l 90,

=

se @, = ¢, =0para jzk tem-se o caso anterior. Se ndo a variancia em um portfolio é

atil para prever a variancia de outro, ou seja, existe uma causalidade na variancia de
um portfolio representativo de fatores para outro. Sob esta restricdo, a matriz de
variancia condicional dos retornos é representada por:

K
> =C’ +Z{Ak£t£t’_lA,; +szt—1Gk}'

k=1

K

onde, C” E|:Z BB, +Q*i|, A, EZ(ﬂkjﬁkﬁ} , G, EZ¢kj:3kﬂj

Uma ultima e mais geral especificacdo proposta pelos autores € o que eles chamam
de hipotese de representacdo genérica de portfélios. Um conjunto de K portfélios
representativos de fatores é dito seguir uma representacao genérica de portfolios se
o retorno em um portfélio depende somente da informacdo relacionada ao
comportamento passado de todos os K portfolios representativos de fatores.

Em Bollerslev (1990) é apresentado um modelo GARCH multivariado onde a
reducdo no numero de para@metros a serem estimados € obtida através da imposi¢cédo
da hipétese de que as variancias e covariancias condicionais evoluem no tempo,
mas as correla¢gdes condicionais sdo invariantes. O modelo é dado por:

Yie = H; T &
_ 2 2
aii,t - wu + ﬁilaii,t—l + ailgit—l

_ 1/2
Oij = Pjj (Jiiajj)
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onde p; € a correlacao condicional entre os retornos dos ativos i e j, g; a variancia
condicional do retorno do ativo i € o; a covariancia condicional entre os retornos
dos ativos i e |.

4. O modelo de Volatilidade Estocastica

A idéia basica do modelo de volatilidade estocéstica € tratar a volatilidade como um
componente ndo observado com seu logaritmo sendo diretamente modelado como
um processo autorregressivo. A estrutura desta classe de modelos é uma
discretizacdo dos processos estocasticos em tempo continuo a partir dos quais sao
construidas generalizacdes do modelo de [Black & Scholes (1973)] como em
White (1987)|e [Taylor (1994).

O modelo Volatilidade Estocastico (V.E.) univariado foi proposto por [Taylor (1980)|e
tem a seguinte estrutura (na forma discreta):

=g exp(%j (19)
hs =yo +yih +1 (20)

onde ¢ ~ NID(01) € 17, ~ NID(0,0;;) 0 que implica que a distribuicdo condicional dos
retornos € normal, isto &, r, | h, ~ N(0,exp(h,))-

Assim h_, o log-volatilidade , € um componente ndo observado. Se |y, [<lentdo h €

2
estritamente estacionario com média Yo 1-y) e variancia % ,,- Como r €0
] _

i)
produto de dois processos estritamente estacionarios, segue-se que r, tambeém ¢

estritamente estacionario. Alem disto temos que r, apresenta excesso de curtoses

em relacdo a distribuicdo normal capturando o fato estilizado presente em séries
financeiras mencionado anteriormente.

Este modelo também pode ser reescrito da seguinte forma:
log(r?) = h, +log(£?) (21)
hey = Yo + Vi +1, (22)
esta versdo nos logs é uma representacdo de espaco-estado linear para o modelo
onde a primeira equacao seria a equacao de medida e a segunda a equacao de
transicao.

A classe de modelos de volatilidade estocastica (VE) tem sua origem tanto em

financas matematica quanto em econometria de finangas. Por exemplo,
sugeriu modelar retornos de ativos como funcdo de um processo aleatorio da
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chegada de informacdo ao mercado. Esta abordagem chamada de deformacao
temporal implica num modelo para o retorno de ativos com volatilidade que varia ao
longo do tempo. [Tauchen e Pitts (1983)|propem uma mistura de distribuicdes com
dependéncia temporal na chegada de informacéo. Hull e White (1987)|propdem um
modelo de precificacdo de opc¢bOes Européias assumindo que o ativo subjacente
segue um modelo de volatilidade estocastica a tempo continuo. Uma outra
abordagem surgiu do trabalho de [faylor (1986)| que especifica um modelo de
volatilidade estocastica a tempo discreto como uma alternativa ao modelo
autorregressivo com heteroscedasticidade condicional (ARCH). Até pouco tempo a
estimacdo do modelo de Taylor, ou de qualquer outro modelo da classe VE, era
bastante dificil, mas técnica moderna de econometria permitiu que a estimacgao
desta classe de modelos se tornasse factivel. Deste modo esta classe se tornou
uma alternativa aos modelos ARCH.

Os modelos VE séo capazes de reproduzir alguns dos fatos estilizados presentes
em séries financeiras. Considere o modelo VE dado por:

r =€ exp(ﬁj
t — Ct 2

h.. =y, +yh +n,

onde representa o retorno de um ativo e h, o log da volatilidade que € um
componente ndo observado relacionado a chegada de informacéo ao mercado.

Devido a estrutura do modelo pode-se mostrar que a distribuicao de r, gerada por

este modelo tem caudas pesadas além disto devido a estrutura autorregressiva do
logaritmo da volatilidade ela gera agrupamentos de volatilidade. Se os choques que
influenciam os retornos e o logaritmo da volatilidade, isto &, ¢, e ;, respectivamente

sdo negativamente correlacionados temos o efeito alavancagem. As evidéncias
empiricas na estimacdo deste modelo sdo de que y, € muito proximo de um
implicando em alta persisténcia ou mesmo em memaria longa.

Este modelo € facilmente generalizado para varios retornos. Num contexto
multivariado podemos ter estruturas autorregressivas comuns entre os logaritmos
das volatilidades que geram os co-movimentos em volatilidade.

A maior dificuldade com os modelo VE é que ndo se podem obter explicitamente
expressodes para as funcdes de verossimilnangca como no caso de outros modelos de
volatilidade condicional tais como os da familia GARCH. Existem uma série de
métodos de estimacdo para contornar este problema dentre eles temos: método
generalizado de momentos(GMM), método de quase maxima verossimilhanca
(QMV) e Método das Cadeias de Markov de Monte Carlo (MCMC).

A generalizacdo para o caso multivariado é imediata. Seja r; agora um vetor
Nx1 cujos elementos sdo dados por:
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r, =&, exp(h—z“J i=1..,N t=1..T (23)

onde, r, é a observacdo em t da série i e € =(&;,..&) € um vetor normal

multivariado com média zero e matriz de covariancia Z, cujos termos da diagonal
principal sao iguais a um e os termos fora desta diagonal sao denotados por p; .

Como em (22), as log-variancias sédo geradas por:
hiva =Vio *Vishie M 1=1.,N (24)
onde, 77, = (1, ,...,I7N’t)' € normal multivariado com média zero e matriz de covariancias z,

Aplicando a mesma transformacdo que em (21) obtém-se a representacao espaco-
estado do modelo:

w, =h +¢ (25)
he =Vo tyih tn, (26)

onde, w, e ¢ sdo vetores Nx1 com elementos w, =log(r;) e & =log(el) ,

respectivamente. Tratando (25) e (26) como um modelo espacgo-estado Gaussiano
0s estimadores de quasi-maxima verossimilhanca podem ser obtidos através do uso
do filtro de Kalman.

Como demonstrado em [Harvey et alli. (1994)| o elemento ij da matriz de
covariancias de ¢&,, denotada por =, , é dado por (772 /2),0;, onde p; =1e

2. (n-)!

ZS kel i ki @)
n=1 n

p; =

onde, (x), =x(x+1)..(x+n-1).

Desta forma, os valores absolutos de p;, as correlagdes entre os diferentes ¢;,’s,

podem ser estimados, mas 0s seus sinais ndo podem porque a informacgao relevante
foi perdida quando as observacdes foram elevadas ao quadrado. No entanto, o sinal
pode ser estimado voltando para as observacdes néo transformadas e lembrando

que o sinal de cada par ¢;,&;, € igual ao sinal do respectivo par y;y; . Desta forma o

sinal de p; pode ser estimado como positivo se mais da metade dos pares y,;y; 's
forem positivos e negativo caso contrario.
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